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线性代数部分 

题型一：行列式的性质 

1． 设 321 ,,,, γγγβα 为四维列向量， ),,,( 321 γγγα=A ， ),3,,( 321 γγγβ=B ， 3|| =A ， 

21|| =B ，求 || BA+ 。 

解答： 

)2,4,2,( 321 γγγβα +=+ BA ， 

|2,4,2,||2,4,2,||2,4,2,||| 321321321 γγγβγγγαγγγβα +=+=+ BA  

16021
3

16316|,3,,|
3

16|,,,|16 321321 =×+×=+= γγγβγγγα 。 

2．设 BA, 都是三阶矩阵，A 相似于 B ，且 0|3||2||| =−=−=− AEAEAE ，求 |2| 1 EB +− 。 

解答： 

由 0|3||2||| =−=−=− AEAEAE ，得 A 的特征值为
3
1,

2
1,1 321 === λλλ ， 

因为 BA ~ ，所以 B 的特征值为
3
1,

2
1,1 321 === λλλ ，

1−B 的特征值为 3,2,1 ，于是

EB 21 +−
的特征值为 5,4,3 ，故 60|2| 1 =+− EB 。 

3．设

2164
7295
4173
2152

−
−

−−
−

=D ，（1）计算 D；  （2）求 343331 MMM ++ 。 

解答： 

（1） 13131

0012
3011
6021
2152

2164
7295
4173
2152

MAD =×=

−

−
−

=

−
−

−−
−

=  

9
1230
930
621

012
311
621

=
−

=
−

−
= 。 

（2） 34333231343331 )1(101 AAAAMMM ×−+×+×+×=++  
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31311

6364
0001
1273
4152

2164
1101

4173
2152

MA =×=

−−

−
−−

=

−
−

−−
−

=  

63
23

93
33

203
903
415

3
212
127
415

3
636
127
415

12 −=
−

−
=×−=

−
−

−−
=

−−

−−
=

−−

−−
= A 。 

4．设 BA, 为三阶矩阵，且 BA ~ ，且 2,1 21 == λλ 为 A 的两个特征值， 2|| =B ，求

∗

−+
)2(

)( 1

BO
OEA

。 

解答： 

因为 BA ~ ，所以 BA, 特征值相同，设另一特征值为 3λ ， 

由 2|| 321 == λλλB 得 13 =λ 。 

EA+ 的特征值为 2,3,2 ，
1)( −+ EA 的特征值为

2
1,

3
1,

2
1

，则
12
1|)(| 1 =+ −EA 。 

因为 B 的特征值为 1,2,1 ，所以
∗B 的特征值为

1
||,

2
||,

1
|| BBB

，即为 2,1,2 ， 

于是 4|| =∗B ， 256||4|4||)2(| 3 === ∗∗∗ BBB ， 

故
3

64256
12
1|)2(||)(|

)2(
)( 1

1

=×=+=
+ ∗−

∗

−

BEA
BO
OEA

。 

题型二：求矩阵方程 

1．设 BA, 都是三阶矩阵，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

321
032
021

A ，且满足
21 2)( AABABA +=−∗
，求 B 。 

解答： 

3|| −=A ， AA
A

AAA
3
1

||
1)|(|)( 111 −=== −−−∗

， 

由
21 2)( AABABA +=−∗
，得

22
3
1 AABAAB +=− ，注意到 A可逆，则 

ABAB 2
3
1

+=− ，解得 =B ？？？？？？？？？ 

 

题型三：矩阵的秩 

1．设 A为 mn× 阵， B 是 nm× 阵，且 EAB = ，证明 nBr =)( 。 
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解答： 

由 EAB = ，得 nABr =)( ，因为 )()( BrABr ≤ ，所以 nBr ≥)( ， 

又因为 nnmBr ≤≤ },min{)( ，所以 nBr =)( 。 

2．设 A为 n 阶矩阵，证明： 1)( =Ar 的充分必要条件是存在 n 维非零列向量 βα , ，使得

TA αβ= 。 

解答： 

设 1)( =Ar ，则 A是非零矩阵且任意两行都成比例，故 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

bababa

bababa
bababa

A

L

LLLL

L

L

21

22212

12111

， 

于是 ( )n

n

bbb

a

a
a

A L
M 21
2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ，令

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nn b

b
b

a

a
a

MM
2

1

2

1

,βα ，故
TA αβ= ，显然 βα , 为非零向量。 

设
TA αβ= ，其中 βα , 为非零向量，则 A为非零矩阵，于是 1)( ≥Ar ， 

又 1)()()( =≤= ααβ rrAr T
，故 1)( =Ar 。 

题型四：向量组的线性相关性 

1．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=

1
1

1
,

1
1

2
,

3
2

1

321

t
t ααα 线性相关，但任意两个向量线性无关，求参数 t 。 

解答： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=

1
1

1
,

1
1

2
,

3
2

1

321

t
t ααα 线性相关的充分必要条件是 0

113
112

121
=

−
−+

−
t

t
， 

解得 5−=t 或 1=t ，当 1=t 时，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
0

,
1
1

2
,

3
3
1

321 ααα ，显然任意两个向量不成

比例，故线性无关；当 5−=t 时，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
1
6

,
1
1

2
,

3
5

1

321 ααα ，显然任意两个向量
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也不成比例，故 5−=t 或 1=t 。 

2．设 321 ,, ααα 线性无关，证明 321321321 94,32, ααααααααα ++++++ 线性无关。 

解答： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++++++

931
421
111

),,()94,32,( 321321321321 αααααααααααα ， 

因为 02)12)(23)(13(
931
421
111

≠=−−−= ，所以

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

931
421
111

可逆，再由 321 ,, ααα 线性无

关，所以 321321321 94,32, ααααααααα ++++++ 线性无关。 

题型五：向量组的线性表示 

1．设向量 γβα ,, 线性无关，但向量 δγβ ,, 线性相关，证明：δ 可由 γβα ,, 线性表示。 

解答： 

因为 γβα ,, 线性无关，所以 γβ , 线性无关，又因为 δγβ ,, 线性相关，所以δ 可由 γβ , 线性

表示，于是δ 可由 γβα ,, 线性表示。 

2．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

,
0
1
1

21 αα ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
1

1
,

3
1

2

21 ββ ，求出可由两组向量同时表示的向量。 

解答： 

令 022112211 =+++ ββαα llkk ， 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−==

1000
2310
1211

1310
2310

1211

1310
1101

1211
),,,( 2121 ββααA  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

1000
0310
0101

1000
0310
0211

， 

则

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
3

1

2

1

2

1

k

l
l
k
k

，所以 2121 03 ββααγ +−=−= kkk 。 

题型六：方程组解的结构 

1 ．设 321 ,, ααα 是四元非齐线性方程组 bAX = 的三个解向量， 3)( =AR ，且
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=+

2
3
1

1

21 αα ，

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=+

8
2
4
2

32 αα ，求方程组 bAX = 的通解。 

解答： 

因为 3)( =AR ，所以方程组 bAX = 的通解形式为 ηξ +k ， 

其中

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=+−+=−=

10
1

3
3

)()( 213213 ααααααξ ，特解

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=+=

4
1
2
1

)(
2
1

32 ααη ， 

所以原方程组的通解为

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=

4
1
2
1

10
1

5
3

kX 。 

2．设 A为 n 阶矩阵， A的各行元素之和为0 且 1)( −= nAR ，则方程组 OAX = 的通解为

__________ 。 
解答： 

Tk )1,,1,1( L ，其中 k 为任意常数。 

3．设 A是 nm× 阶矩阵，则下列命题正确的是                          [      ] 

)(A 若 nm < ，则方程组 bAX = 一定有无穷多个解； 

)(B 若 nm > ，则方程组 bAX = 一定有唯一解； 

)(C 若 nAR =)( ，则方程组 bAX = 一定有唯一解； 

)(D 若 mAR =)( ，则方程组 bAX = 一定有解。 

解答：选 )(D  

因为当 mAR =)( 时，一定有 mARAR == )()( ，所以方程组 bAX = 一定有解。 

题型七：含参数的方程组的解的讨论 

1．讨论

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
=−+

222

1

321

321

321

bxxx
bxxx

xxax
的解的情况，在方程组有解时求出其解，其中 ba, 为常数。 

解答： 
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B
ba

ab
a

ba
ba

a

ba
ba

a

b
b

a
A

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
−+

−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+−
−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
++

−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

1100
0)(220
111

1001
020)1(2
111

02022
1001

111

222
111

111

。 

（1）当 2,1 −≠−≠ ba 时，方程组有唯一解； 

（2）当 1,1 −≠−= ba 时，因为 )()( ArAr ≠ ，所以方程组无解； 

（3）当 1,1 −=−= ba 时，方程组的同解方程组为 

           
⎩
⎨
⎧

=+
=−+−

04
1

31

321

xx
xxx

， 

其通解为 

          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

0
1
0

4
3

1
k （其中 k 为任意常数）； 

（4）当 1,2 ≠−= ab 时，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
−

−
→

1000
0)1(200
111

1100
0)1(200
111

a
a

a
a

a
A ， 

因为 )()( ArAr ≠ ，所以方程组无解； 

（5）当 1,2 =−= ab 时，方程组的同解方程组为
⎩
⎨
⎧

−=
=−+

12
1

1

321

x
xxx

， 

其通解为 

           

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
2
3
2
1

1
1
0

k 。 

题型八：求特征值与特征向量并讨论矩阵的可对角化 

1． A为n 阶可逆矩阵，若 A有特征值 0λ ，则 EAA 23)( 2 ++ ∗∗
有特征值 _______ 。 

解答： 2||3)||(
0

2

0

++
λλ
AA

。 
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2．设 A是 3 阶实对称阵， OAAAR =−= 3,1)( 2
，设

T)1,1,1( − 为 A的非零特征值对应的特

征向量。（1）求 A的特征值； （2）求矩阵 A。 
解答： 

（1） 3,00|3|||32 =⇒=−⇒=− λAEAOAA ，因为 1)( =AR ，所以 0,3 321 === λλλ 。 

（2）设特征值 0 对应的特征向量为
Txxx ),,( 321 ，则 0321 =−+ xxx ，则 0 对应的特征向

量为
TT )1,0,1(,)0,1,1( 32 =−= αα ，令

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
= −

0
0

3
,

101
011
111

1APPP ， 

1

0
0

3
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= PPA 。？？？？？？？？？？ 

3 ． 设 三 阶 矩 阵 A 的 特 征 值 为 2,1,1− ， 其 对 应 的 特 征 向 量 为 321 ,, ααα ， 令

)2,,3( 132 ααα −=P ，则 APP 1−
等于                                    [      ] 

)(A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

200
010
001

； )(B
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−100
010
002

； )(C
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−100
020
001

； )(D
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

200
020
003

。 

解答： )(C  

4．设 A是n 阶矩阵，且 OEAA =−+ 62
，证明 A可对角化。 

解答： 

由 OEAA =−+ 62
，得 OAEAE =+− )3)(2( ，于是 nAErAEr ≤++− )3()2( ； 

又 nErAEAErAErAEr ==++−≥++− )5()]3()2[()3()2( ， 

则 nAErAEr =++− )3()2( 。 

（1）当 0)2( =− AEr 时， EA 2= ； 

（2）当 0)3( =+ AEr 时， EA 3−= ； 

（3）当 0)2( >− AEr 且 0)3( >+ AEr 时，因为 nAErAEr =++− )3()2( ， 

所以 nAEr <− )2( 且 nAEr <+ )3( ，从而 0|3||2| =+=− AEAE ，即 3,2 − 为矩阵 A的特

征值，矩阵 A的属于特征值 2 的线性无关的特征向量的个数为 )2( AErn −− ；矩阵 A的属
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于特征值 3− 的线性无关的特征向量的个数为 )3( AErn +− ， 

因为 )2( AErn −− nAErn =+−+ )3( ，所以矩阵 A可对角化。 

5．设 A为n 阶非零矩阵，且存在自然数 k ，使得 OAk = ，证明： A不可以对角化。 

解答： 

方法一 

令 XAX λ= （ OX ≠ ），则有 XXA kk λ= ，因为 OAk = ，所以 OXk =λ ，注意到 OX ≠ ，

故 0=kλ ，从而 0=λ ，即矩阵 A只有特征值0 。 

因为 1)()0( ≥=− ARAER ，所以方程组 OXAE =− )0( 的基础解系至多含 1−n 个线性无

关的解向量，故矩阵 A不可对角化。 
方法二 
设矩阵 A可以对角化，即存在可逆阵 P ，使得 

       

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

n

APP

λ

λ
λ

O
2

1

1
， 

两边 k 次幂得 

     OPAP

k
n

k

k

k =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

λ

λ
λ

O
2

1

1
， 

从而有 021 ==== nλλλ L ， 

于是 OAPP =−1
，进一步得 OA = ，矛盾，所以矩阵 A不可以对角化。 

题型九：二次型的标准型 

1．三元二次型 AXXf T= 经过正交变换化为标准型 2
3

2
2

2
1 2yyyf −+= ，且 EA 2+∗

非零

特征值对应的特征向量为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

1α ，求此二次型。 

解答： 

因为 AXXf T= 经过正交变换后的标准型为 2
3

2
2

2
1 2yyyf −+= ，所以矩阵 A 的特征值为

2,1 321 −=== λλλ 。由 2|| 321 −== λλλA 得
∗A 的特征值为 1,2 321 =−== μμμ ，从而
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EA 2+∗
的特征值为 3,0,0 ，即 1α 为 EA 2+∗

的属于特征值 3 的特征向量，故也为 A的属

于特征值 23 −=λ 的特征向量。 

令 A的数值特征值 121 == λλ 的特征向量为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

α ，因为 A为实对称矩阵，所以有 

         01 =αα T
，即 031 =+ xx ， 

故矩阵 A的属于 121 == λλ 的特征向量为 

        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

,
0
1
0

32 αα 。 

令

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
==

110
001
110

),,( 132 αααP ，由

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=−

2
1

1
1 APP ，得 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
= −

2
10

2
3

010
2
30

2
1

2
1

1
1PPA ，所求的二次型为 

        31
2
3

2
2

2
1 3

2
1

2
1 xxxxxAXXf T −−+−== 。 

2．设二次型 323121
2
3

2
2

2
1 22222 xxxbxxxaxxxf +++++= 经过正交变换 QYX = 化为标

准型
2
3

2
2

2
1 4yyyf ++= ，求参数 ba, 及正交矩阵Q。 

解答： 

二次型 323121
2
3

2
2

2
1 22222 xxxbxxxaxxxf +++++= 的矩阵形式为 

     AXXf T= ， 

其中

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

,
1

121
12

x
x
x

X
ab

b
A 。 

因为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

4
1

1
BAQQT

，所以 BA ~ （因为正交矩阵的转置矩阵即为逆阵）， 
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于是 A的特征值为 4,1,1 。 

而 )2223()24()4(|| 2223 ++−−++−++−=− bbabaaAE λλλλ ， 

所以有 

  )4()1()2223()24()4( 22223 −−=++−−++−++− λλλλλ bbabaa ， 

解得 1,2 == ba 。 

当 121 == λλ 时，由 0)( =− XAE 得 

        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

2
1
1

,
0
1
1

21 ξξ ； 

当 43 =λ 时，由 0)4( =− XAE 得 

        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
1

3ξ ， 

显然 321 ,, ξξξ 两两正交，单位化为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
1
1

3
1,

2
1
1

6
1,

0
1
1

2
1

321 γγγ ， 

则

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

=

3
1

6
20

3
1

6
1

2
1

3
1

6
1

2
1

Q 。 

题型十：正定二次型的判断与证明 

1．设 A是n 阶正定矩阵， B 为 n 阶可逆矩阵，证明： ABBT
是正定矩阵 

解答： 

因为 ABBBABABB TTTTTTT == )()( ，所以 ABBT
为实对称矩阵， 

对任意的 OX ≠ ， )()()( BXABXXABBX TTT = ， 

因为 B 可逆，所以方程组 OBX = 只有零解，若 OX ≠ ，则 OBX ≠ ， 

令 OYBX ≠= ，因为 A正定，所以 0)()()( >= BXABXXABBX TTT
， 

即二次型 XABBX TT )( 为正定二次型，故 ABBT
为正定矩阵。 


