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概率统计部分 

题型一：事件之间的概率运算 

1．设
6
1)()(,0)(,

4
1)()()( ====== BCPACPABPCPBPAP ，求事件 CBA ,, 全不发

生的概率。 
解答： 

事件 CBA ,, 全不发生的概率为 

  )(1)()( CBAPCBAPCBAP ++−=++=  

)()()()()()()(1 ABCPBCPACPABPCPBPAP −+++−−−= ， 

因为 ABABC ⊂ 及 0)( =ABP ，所以 0)( =ABCP ， 

于是
12
7

3
1

4
31)( =+−=CBAP 。 

2．设事件 BA, 相互独立，且 BA, 都不发生的概率为
9
1
， A发生 B 不发生与 A不发生 B 发

生的概率相等，求 )(AP 。 

解答： 

因为 BA, 相互独立，所以 )()()( BPAPABP = ， 

又因为 )()( BAPBAP = ，且 )()()(),()()( ABPAPBAPABPBPBAP −=−= ， 

所以 )()( BPAP = ， 

又由
9
1)()(21)()()(1)(1)( 2 =+−=+−−=+−= APAPABPBPAPBAPBAP ， 

得
3
2)( =AP 。 

题型二：古典概型 

1．一批产品共 15 件，其中有 3 件是次品，从中任取两件，采取不放回的方式逐个抽取，求

第 2 次取到次品的概率。 
解答： 

令 =A {第一次取到正品}，则 =A {第一次取到次品}，再令 =B {第二次取到次品}， 

5
1

15
3)(,

5
4

15
12)( ==== APAP ， 

则
5
1

14
2

5
1

14
3

5
4)|()()|()()( =×+×=+= ABPAPABPAPBP 。 

2．10 件产品中 4 件为次品，6 件为正品，现抽取 2 件产品，求下列事件的概率： 
（1）求第一件为正品，第二件为次品的概率； 
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（2）在第一件为正品的情况下，求第二件为次品的概率； 
（3）逐个抽取，求第二件为次品的概率。 
解答： 

（1）令 )2,1}({ == iiAi 次取到正品第  

15
4

9
4

10
6)|()()( 12121 =×==⇒ AAPAPAAP ； 

（2）
9
4)|( 12 =AAP ； 

（3） )|()()|()()()( 12112121212 AAPAPAAPAPAAAAPAP +=+=  

10
6

9
6

10
4

9
5

10
6

=×+×= 。 

题型三：全概率公式与贝叶斯公式 

1．设有来自三个地区的各 10 名、15 名和 25 名考生的报名表，其中女生的报名表分别为 3
份、7 份和 5 份。随机取出一个地区，再从中抽取两份报名表。 
（1）求先抽到的一份报名表是女生表的概率 p ； 
（2）设后抽到的一份报名表为男生的报名表，求先抽到的报名表为女生报名表的概率q 。 
解答： 

（1）设 )3,2,1}({ == iiAi 个地区的所抽取的报名表为第 ， 

)2,1}({ == jjB j 名表次取的报名表为男生报第 ，则 

3
1)()()( 321 === APAPAP ，

10
3)|( 11 =ABP ，

15
8)|( 21 =ABP ，

25
5)|( 31 =ABP ， 

)|()()|()()|()()( 3132121111 ABPAPABPAPABPAPBP ++=  

90
29

25
5

3
1

15
7

3
1

10
3

3
1

=×+×+×= 。 

（2）
30
8

14
7

15
8)|(,

30
7

9
7

10
3)|( 221121 =×==×= ABBPABBP ， 

30
5

24
20

25
5)|( 321 =×=ABBP ，

90
61)()( 12 == BPBP ，则 

61
20

)(

)|()(

)(
)()|(

2

3

1
21

2

21
21 ===

∑
=

BP

ABBPAP

BP
BBPBBP i

ii

。 

2．甲、乙两人对同一目标射击，命中目标概率分别为 6.0 和 5.0 ，下列两种情形，分别求事

件“已知目标命中，求是甲命中”的概率。 
（1）在甲、乙两人中随机挑选一人，由他射击一次； 
（2）甲、乙两人独自各射击一次。 
解答： 

（1）设 =A {甲击中目标}， =B {乙击中目标}， =C {击中目标}，则 BAC += ， 
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)()()()()()()()( ABPBPAPABPBPAPBAPCP −+=−+=+=  

8.05.06.05.06.0 =×−+= 。 

（2）设 =1A {选中甲}， =2A {选中乙}， =B {目标被击中}，则 

2
1)()( 21 == APAP ， 5.0)|(,6.0)|( 21 == ABPABP ， 

)|()()|()(
)|()(

)(
)|()()|(

2211

1111
1 ABPAPABPAP

ABPAP
BP

ABPAPBAP
+

==  

11
6

5.05.06.05.0
6.05.0

=
×+×

×
= 。 

题型四：一维随机变量的分布 

1 ． 设 随 机 变 量 X 的 密 度 函 数 为
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

ax
axAe

xf
x

,0
,

)( （ Aa ,0> 为 常 数 ）， 则

}{ baXaP +<< 的值                                                 [      ] 

)(A 与b 无关，且随 a 的增加而增加；      )(B 与b 无关，且随 a 的增加而减少； 

)(C 与 a 无关，且随b 的增加而增加；     )(D 与 a 无关，且随b 的增加而减少。 

解答： )(C  

因为 1)( =∫
+∞

∞−
dxxf ，所以 1=∫

+∞ − dxAe
a

x
，解得

aeA = 。 

由 dxeedxxfbaXaP
ba

a

xaba

a ∫∫
+ −+

==+<< )(}{  

bba
a

xa eee −+− −=−= 1| ，得 }{ baXaP +<< 与 a 无关，且随b 的增加而增加，正确答案为

)(C 。 

2．设
⎩
⎨
⎧ <−

=
其他,0

1|||,|1
)(~

xx
xfX 。 

（1）求 )(xF ；（2） }
4
12{ <<− XP 。 

解答： 

（1） ∫ ∞−
=≤=

x
dttfxXPxF )(}{)(  

当 1−<x 时， 0)( =xF ； 
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当 01 <≤− x 时，
2

)1()1()(
2

1

+
=+= ∫−

xdttxF
x

； 

当 10 <≤ x 时，
22

1)1()1()(
2

0

0

1

xxdttdttxF
x

−+=−++= ∫∫− ； 

当 1≥x 时， 1)( =xF 。 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤−+

<≤−
+

−<

=⇒

1,1

10,
22

1

01,
2

)1(
1,0

)(
2

2

x

xxx

xx
x

xF 。 

（2）
32
11)2()0

4
1(}

4
12{ =−−−=<<− FFXP 。 

题型五：一维随机变量函数的分布 

1．设随机变量 X 的概率密度函数为
)1(

1)( 2x
xf X +
=
π

，则 XY 2= 的密度为

______)( =yfY 。 

解答： 

}
2

{}2{}{)( yXPyXPyYPyFY ≤=≤=≤= ∫ ∞−
= 2 )(

y

X dxxf ， 

则
)4(

2

)
4

1(

1
2
1)( 22 yy

yfY +
=

+
⋅=

ππ
。 

2．设随机变量 }2,min{),
5
1(~ XYEX = ，求Y 的分布函数。 

解答： 

})2,{min(1})2,{min(}()( yXPyXPyYPyFY >−=≤=≤=  

}2{}{1}2,{1 yPyXPyyXP >>−=>>−= ； 

当 2≥y 时， 1)( =yFY ； 

当 2<y 时，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
<<−==≤=>−=

−

0,0
20,1)(}{}{1)( 5

1

y
yeyFyXPyXPyF

y

XY ， 
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所以

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤

<<−
=

−

2,1
0,0

20,1
)(

5
1

y
y

ye
yF

y

Y 。 

题型六：二维随机变量的联合分布与边缘分布 

1．设二维随机变量 ),( YX 的联合密度为

⎩
⎨
⎧ >>

=
+−

其他,0
0,0,

),(
)1( yxaxe

yxf
yx

。 

（1）求常数a ；（2）求 ),( YX 关于 X 和Y 的边际密度函数。 

解答： 

（1） 11
0

)1(

0
=⇒== ∫∫

+∞ +−+∞
aadyxedxa yx

。 

（2）（2）当 0≤x 时， 0)( =xf X ， 

当 0>x 时，
xyx

X edyxexf −+∞ +− == ∫0
)1()( ； 

当 0≤y 时， 0)( =yfY ， 

当 0>y 时， 20

)1(

)1(
1)(
+

== ∫
+∞ +−

y
dxxeyf yx

Y 。 

题型七：条件分布与随机变量的独立性 

1．设

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤

=
其他,0

10,12
),(~),(

2 xyy
yxfYX 。 

（1） YX , 是否独立，说明理由；（2） YX , 是否不相关，说明理由；（3）求 YXZ += 的

密度。 
解答： 

（1） 10 << x 时， ∫∫ ===
+∞

∞−

x

X xdyydyyxfxf
0

32 412),()( ，则 

⎩
⎨
⎧ <<

=
其他,0

10,4
)(

3 xx
xf X ，同理

⎩
⎨
⎧ <<−

=
其他,0

10),1(12
)(

2 yyy
yfY 。 

因为当 10 <<< xy 时， )()(),( yfxfyxf YX≠ ，所以 YX , 不独立。 

（2）
5
3)1(12)(,

5
44)(

1

0

31

0

4 =−===== ∫∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
dyyydyyyfEYdxxdxxxfEX YX ， 

∫ ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
===

2
112),(

0

31

0

x
dyxydxdyyxxyfdxEXY ， 

因为
50
1),cov( =−= EXEYEXYYX ，所以 YX , 相关。 
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（3） ∫
+∞

∞−
−= dxxzxfzf Z ),()( ， 

当 0<z 或 2≥z 时， 0)( =zf Z ； 

当 10 <≤ z 时，
2

)(12)(
3

2

2 zdxxzzf
z
zZ =−= ∫ ， 

当 21 <≤ z 时，
3

31

2

2 )1(4
2

)(12)( −−=−= ∫ zzdxxzzf zZ ，所以有 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤−−

<≤

≥<

=

21,)1(4
2

10,
2

20,0

)(

3
3

3

zzz

zz
zz

zf Z

或者

。 

2．设随机变量 )1,0(~ UX ，在 )10( <<= xxX 的条件下，随机变量 ),0(~ xUY ，求（1）

),( YX 的联合概率密度函数 ),( yxf ；（3）求 ),( YX 关于Y 的边际密度函数； 

（3）求概率 }1{ >+YXP 。 

解答： 

（1）因为 )1,0(~ UX ，所以
⎩
⎨
⎧ <<

=
其他,0

10,1
)(

x
xf X ， 

又在 )10( <<= xxX 下， ),0(~ xUY ， 

所以

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

=
其他,0

0,1
)|(|

xy
xxyf XY ，故 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<<

==
其他,0

10,1
)|()(),( |

xy
xxyfxfyxf XYX 。 

（2） ∫
+∞

∞−
= dxyxfyfY ),()( ， 

当 0≤y 或 1≥y 时， 0)( =yfY ； 

当 10 << y 时，
y

dx
x

yf
yY

1ln1)(
1

== ∫ ， 
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故

⎪⎩

⎪
⎨

⎧ <<
=

其他,0

10,1ln
)(

y
yyfY 。 

（3） 11),(}1{
0

1

0
===>+ ∫∫∫∫

x

D

dy
x

dxdxdyyxfYXP 。 

题型八：二维随机变量函数的分布 

1．设随机变量 )0)((~ >λλEX ，则 )1,max(XY = 的分布函数          [     ] 

)(A 连续；   )(B 至少两个间断点；  )(C 恰好一个间断点；    )(D 可导函数。 

解答： )(C  

}1{}{}1,{})1,{max(}{)( yPyXPyyXPyXPyYPyFY ≤≤=≤≤=≤=≤= ， 

当 1<y 时， 0)( =yFY ； 

当 1≥y 时，
y

Y eyXPyF λ−−=≤= 1}{)( ， 

于是
⎩
⎨
⎧

≥−

<
=

− 1,1
1,0

)(
ye

y
yF yY λ

，显然 )(yFY 在 1=y 处间断，选 )(C 。 

2．设随机变量 )1(~),1,0(~ EYUX ，且 YX , 相互独立，求 YXZ += 的概率密度。 

解答： 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
⎩
⎨
⎧ <<

=⇒
−

0,0
0,

)(,
,0

10,1
)()1(~),1,0(~

y
ye

yf
x

xfEYUX
y

YX
其他

。 

因为 YX , 相互独立，所以

⎩
⎨
⎧ ><<

==
−

其他,0
0,10,

)()(),(
yxe

yfxfyxf
y

YX ， 

于是 ∫∫
≤+

=≤+=≤=
zyx

Z dxdyyxfzYXPzZPzF ),(}{}{)( ， 

当 0≤z 时， 0)( =zFZ ； 

当 10 << z 时， 1),()(
00

−+=== −− −

≤+
∫∫∫∫ zxz yz

zyx
Z ezdyedxdxdyyxfzF ； 

当 1≥z 时， 1),()( 1

0

1

0
+−=== −−− −

≤+
∫∫∫∫ zzxz y

zyx
Z eedyedxdxdyyxfzF ， 
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所以

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+−

<<−+

≤

=
−−

−

1,1
10,1

0,0
)(

1 zee
zez

z
zF

zz

z
Z ， 

于是

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−

<<−

≤

=
−

−

1,)1(
10,1

0,0
)(

zee
ze

z
zf

z

z
Z 。 

3．设随机变量 ),( YX 的联合密度函数为
⎩
⎨
⎧ <<−−

=
其他,0

1,0,2
),(

yxyx
yxf 。 

（1）求 }2{ YXP > ；（2）设 YXZ += ，求Z 的概率密度函数。 

解答： 

（1）
24
7)2(),(}2{

1

2
2
1

0
2

=−−==> ∫∫∫∫
>

y
yx

dxyxdydxdyyxfYXP 。 

（2） ∫∫
≤+

=≤+=≤=
zyx

Z dxdyyxfzYXPzZPzF ),(}{}{)( 。 

当 0<z 时， 0)( =zFZ ； 

当 10 <≤ z 时，
3

)2()(
3

2

00

zzdxyxdyzF
yzz

Z −=−−= ∫∫
−

； 

当 21 <≤ z 时，
3

)2(1)2(1)(
311

1

zdxyxdyzF
yzzZ

−
−=−−−= ∫∫ −−

； 

当 2≥z 时， 1)( =zFZ 。 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−

<<−

=⇒

其他,0
21,)2(
10,2

)( 2

2

zz
zzz

zfZ 。 

题型九：随机变量的数字特征 

1．设试验成功的概率为
4
3
，失败的概率为

4
1
，独立重复试验直到成功两次为止。求试验次

数的数学期望。 
解答： 
设试验的次数为 X ，则 X 的分布律为 

L,3,2,)
4
1()

4
3)(1(

4
3)

4
1(

4
3}{ 2221

1 =−=××== −−
− kkCkXP kk

k 。 

2

2

2

2

2 )
4
1()1(

16
9)

4
1()

4
3)(1( −

∞

=

−
∞

=
∑∑ −×=−×= n

n

n

n

nnnnEX ， 
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令 )
1

()()1()(
2

22

2 ′′
−

=′′=−×= ∑∑
∞

=

∞

=

−

x
xxxnnxS

n

n

n

n
， 

所以
3
8)

4
1(

16
9)

4
1()

4
3)(1( 2

2

2 ==−×= −
∞

=
∑ SnnEX n

n

。 

2．设随机变量 YX , 相互独立，且 ||),
2
1,0(~),

2
1,0(~ YXZNYNX −= ，求 DZEZ , 。 

解答： 

令 YXU −= ，因为 YX , 相互独立，且 )
2
1,0(~),

2
1,0(~ NYNX ， 

所以 +∞<<−∞=⇒
−

ueufNU
u

U ,
2
1)()1,0(~ 2

2

π
。 

∫∫
∞+ −−∞+

∞−
===⇒

0
22

22

2
2||

2
1|| duuedueuUEEZ

uu

ππ
 

ππ
2)

2
(

2
2 2

0
2

2

== ∫
∞+ − ude

u

。 

π
21)(1)( 22222 −=−=⇒=+== EZEZDZEUDUEUEZ 。 

3．设随机变量 nmXXX +,,, 21 L （ nm < ）独立同分布，其方差为
2σ ，令 

        ∑∑
=

+
=

==
n

k
km

n

i
i XZXY

11

, 。 

求（1） DZDY , ；   （2） YZρ 。 

解答： 

（1）因为 nmXXX +,,, 21 L 相互独立， 

所以
2

1

σnDXDY
n

i
i ==∑

=

，
2

1

σnDXDZ
n

k
km ==∑

=
+ 。 

（2） ]),()cov[(),cov( 111 nmmnmm XXXXXXZY +++ +++++++= LLL  

),cov(),cov( 1111 nmmnmnmmm XXXXXXXX +++++ +++++++++= LLLL  

),cov()( 111 nmnnmnm XXXXXXD ++++ +++++++= LLL  

2)( σmn −= ， 
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则
n

mn
DZDY
ZY

YZ
−

=
⋅

=
),cov(ρ 。 

题型十：中心极限定理的近似计算 

1．一电路使用某种电阻一只，另外 35 只备用，若一只损坏，立即使用另一只更换，直到用

完所有备用电阻为止。设电阻使用寿命服从参数为 01.0=λ 的指数分布，用 X 表示 36 只电

阻的使用总寿命，用中心极限定理估计 }4200{ >XP （附： 9772.0)2(,8413.0)1( =Φ=Φ ） 

解答： 

设第 i 只电阻使用寿命为 iX ， 

则 )01.0(~ EX i ，
2100,100 == ii DXEX （ 361 ≤≤ i ）。 

∑
=

=
36

1i
iXX ， 

}
10036
36004200

10036
10036{1}4200{1}4200{

×
−

≤
×
×−

−=≤−=>
XPXPXP  

1587.0)1(1 =Φ−≈ 。 

题型十一：车比雪夫不等式与统计量的分布 

1．若随机变量 nXXX ,,, 21 L 相互独立同分布于 )2,( 2μN ，则根据切比雪夫不等式得

≤≥− }2|{| μXP __________。 

解答： 

n
XDXP 1}2|{| 2 =≤≥−

ε
μ 。 

2．设总体 ),0(~ 2σNX ， 2021 ,,, XXX L 是总体 X 的简单样本，求统计量 

∑

∑

=

=

−
=

20

11

2

10

1
)1(

i
i

i
i

i

X

X
U 所服从的分布。 

解答： 

因为 1021 ,,, XXX L 相互独立且与总体服从同样的分布， 

所以 )10,0(~)1( 2
10

1
σNX

i
i

i∑
=

− ，于是 )1,0(~
10

)1(
10

1 N
X

i
i

i

σ

∑
=

−
， 
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又因为 20211 ,,, XXX L 相互独立且与总体服从同样的分布， 

所 以 )20,,12,11)(1,0(~ L=iNX i

σ
， 于 是 )10(~1 2

20

11

2
2 χ

σ ∑
=i

iX ， 又
σ10

)1(
10

1
∑
=

−
i

i
i X

与

∑
=

20

11

2
2

1
i

iX
σ

独立，故 )10(~
10/1

10

)1(

20

11

2
2

10

1

t
X

X

i
i

i
i

i

∑

∑

=

=

−

σ

σ
，即 )10(~

)1(

20

11

2

10

1 t
X

X
U

i
i

i
i

i

∑

∑

=

=

−
= 。 

3．设总体 )2,0(~ 2NX ， 3021 ,,, XXX L 为总体 X 的简单随机样本，求统计量 

          
)(
)(

2
1

2
30

2
22

2
21

2
20

2
2

2
1

XXX
XXXU

+++
+++

=
L

L
所服从的分布。 

解答： 

由 2021 ,,, XXX L 相互独立且与总体分布相同，得 )20(~)(
4
1 22

20
2
2

2
1 χXXX +++ L ， 

再由 30221 ,,, XXX L 相互独立且与总体分布相同，得 )10(~)(
4
1 22

30
2
2

2
21 χXXX +++ L ，

且 )(
4
1 2

20
2
2

2
1 XXX +++ L 与 )(

4
1 2

30
2
2

2
21 XXX +++ L 相互独立， 

则 )10,20(~
10/)(

4
1

20/)(
4
1

2
30

2
2

2
21

2
20

2
2

2
1

F
XXX

XXX

+++

+++

L

L
， 

即 )10,20(~
)(
)(

2
1

2
30

2
22

2
21

2
20

2
2

2
1 F

XXX
XXXU

+++
+++

=
L

L
。 

4．设 )3(~ tX ，求 2

1
X

所服从的分布。 

解答： 

因为 )3(~ tX ，所以
3/V

UX = ，其中 )3(~),1,0(~ 2χVNU 且 VU , 相互独立， 

3/

2
2

V
UX = ， )1,3(~

1/
3/1

22 F
U
V

X
= ，其中 )1(~ 22 χU 。 

题型十二：参数的矩估计与最大似然估计 

1．设总体 X 的密度函数为 )(
2
1),(

||

+∞<<−∞=
−

xexf
x
θ

θ
θ ，求参数θ 的矩估计量和最大



12 
 

似然估计量。 
解答： 
显然 0=EX ， 

22

0

22

0

222 2)3()()(1),( θθ
θθ

θ
θ

θ θθ =Γ====
−∞+−∞+∞+

∞− ∫∫∫
xdexdxexdxxfxEX

xx

， 

由 ∑
=

==
n

i
iX

n
AEX

1

2
2

2 1
，得θ 的矩估计量为 

        ∑
=

=
n

i
iX

n 1

2

2
1θ̂ 。 

∑
= =

−
n

i
ix

nn exxxL 1

||1

21 )2(
1),,,,( θ

θ
θL ， 

则 ||1)2ln(),,,,(ln
1

21 ∑
=

−−=
n

i
in xnxxxL

θ
θθL ， 

由 0||1),,,,(ln
1

221 =+−= ∑
=

n

i
in xnxxxL

d
d

θθ
θ

θ
L ，得θ 的最大似然估计值为 

          ||1ˆ
1
∑
=

=
n

i
ix

n
θ ， 

则参数θ 的最大似然估计量为 

         ||1ˆ
1
∑
=

=
n

i
iX

n
θ 。 

2．设总体 )
2
10(

3,1
32,2

21,
1,0

),(~ <<

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<≤
<

= θ
θ
θ

θ

x
x

x
x

xFX ，样本值为 3,3,2,1,2,3,1,1 ，求θ 的矩估

计和最大似然估计。 
解答： 
（1） X 为离散型随机变量，其分布律为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− θθθ 21
321

~X ， θ33−=EX 。 

2
8

33212311
=

+++++++
=x ，令

3
1ˆ233 =⇒=− θθ 。 

（2） 323 )21(}3{}1{}1{);3,3,2,1,2,3,1,1( θθθθ −××===== XPXPXPL L ， 

)21ln(3ln5ln θθ −+=L ， 
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令
16
5ˆ0

21
65ln =⇒=
−

−= θ
θθθ

L
d
d

。 

题型十三：假设检验（数学一） 

1．设某次考试考生成绩服从正态分布，从中随机抽取 36 位考生的成绩，平均成为为 5.66 分，

标准差为 15 分。问在显著性水平为 05.0 下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为

70 分？ 

解答: 

考生的考试成绩 ),(~ 2σμNX ，标准差 15=S ， 

令 70: 00 == μμH ， 70:0 ≠μH ， 

选统计量 )1(~ −
−

= nt

n
S

Xt μ
， 

临界点 0301.2)136(975.0 =−t ，又 5.66=x ， 

因为 0301.24.1|

6
15

705.66||| <=
−

=t ，所以接受 0H ，即可以认为全体考生的平均成绩为 70

分。 

 


